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Introduccion

Para comprender la dindamica de algunos fenomenos, fisicos, quimicos,
biolégicos, econémicos o sociales, los matematicos disenan modelos que re-
presentan esos fenomenos. Unos de los modelos méas analizados son las fun-
ciones continuas definidas en el conjunto de los niimeros reales y un poco mas
general en espacios métricos. De manera concreta al estudiar esta dinamica

se analiza la 6rbita de un elemento bajo la funcién, es decir, la susecion

z, f(x), (), f2(2),... fo(x). ..

donde x es un elemento del dominio X y f : X — X es una funcién continua.
Por ejemplo, podemos preguntarnos que sucede con las érbitas de dos puntos
cercanos, jsera cierto que sus érbitas permanecen cercanas? si la respuesta a
la pregunta es positiva podemos interpretar que el comportamiento dinamico
es estable. Pero si existieran puntos suficientemente cercanos cuyas orbitas se
alejan entre si estariamos en presencia de un sistema dindmico inestable, o en
términos practicos podriamos decir que es impredecible. Enfrentar sistemas
inestables ha llevado a diversas caracterizaciones de lo que es un sistema
dindmico cadtico (un sistema con dindmica muy complicada).

En este trabajo estudiamos el concepto de entropia topolégica la cual nos

permite definir y cuantificar el caos. Por lo que el trabajo se compone de



tres capitulos en el primero se dan los conceptos béasicos sobre la dinamica
de funciones, el Teorema de Sharkovskii y las propiedades basicas sobre cu-
biertas, estas ultimas son fundamentales para poder definir el concepto de
entropia topolodgica, lo cual se hace en el segundo capitulo donde también
estudiamos sus propiedades y determinamos la entropia de la funcién tienda.
Finalmente, en el capitulo tres analizamos la entropia positiva y su relacion

con el caos.
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Capitulo 1

Preliminares

En este primer capitulo proporcionamos los conceptos basicos sobre la
dindamica de funciones, el Teorema de Sharkovskii y las propiedades basicas
sobre cubiertas, estas iltimas son fundamentales para poder definir el con-
cepto de entropia topoldgica, para los conceptos bésicos de topologia que se
emplean en este trabajo y no se enuncian se sugiere consultar el libro de J.

Munkres [5].

1.1. Dinamica de funciones
Comenzamos esta seccion introduciendo la definiciéon de espacio métrico.

Definicién 1. Sea X un conjunto. Una funcion d : X x X — R se dice
que es una métrica sobre X si para cualesquiera x,y,z € X se cumple lo

siguiente:

(1) d(z,y) =0,



(2) d(z,y) =0 si y sélo si x =y,
(3) d(z,y) = d(y,x),
(4) d(z,y) < d(z, 2) + d(z,y).

Definicién 2. A la pareja (X,d) con d una métrica sobre X le llamamos

espacio métrico.

Sea (X, d) un espacio métrico. Dada ¢ > 0 y z € X, denotamos como
B.(z) a la Bola abierta de radio € y centro en x, definida como B.(z) =
{y € X :d(z,y) < €}. En la Figura 1.1 se muestra una idea grafica de una

bola abierta.

Figura 1.1: Bola abierta de radio € y centro en x.

Ejemplo 3. Sea X un conjunto no vacio. Consideremos la funcion d : X X

X — R, definida por la regla de correspondecia:

1 six#vy,
d(z,y) =

0stx=uy.



Afirmacion: La funcion d es una métrica

En efecto:
(1) Se sigue inmediatamente de la regla de correspondencia de d.
(2) De igual manera que en (1), d(z,y) = 0 si, y solamente si z = y.
(3) Procedemos mediante los dos casos siguientes.

Caso 1. Cuando d(z,y) = 1, se tiene que = # y, esto es equivalente a decir
que y # x. Asi, d(y,z) = 1.
Caso 2. Cuando d(z,y) = 0, se tiene que x = y, esto es equivalente a decir

que y = z. Asi, d(y,z) = 0.

(4) Para demostrar la ultima parte tenemos los siguientes casos:

Six =y = z, entonces

d(z,y) =0=d(z,2) =d(x,2) + 0 = d(z, z) + d(z,y).

Six #y, y =z, entonces

d(z,y) =1=d(z,2) =d(x,2) + 0 =d(z, z) + d(z,y).

Six =y, y+# z, entonces

d(z,y) =0<d(x,z) <d(z,z)+d(z7y).

Six #y,y# z, entonces

dlz,y)=1=d(z,2) <d(z,z) + 1 =d(z,2) + d(z,vy).



Asi, d(z,y) < d(x,z) + d(z,y) para cualesquiera x,y, z € X.
Por lo tanto, d es una métrica.
A esta métrica se le conoce como la métrica discreta sobre el conjunto

X.Y (X,d) se llama espacio métrico discreto.

Ejemplo 4. Consideremos la funcion d : R x R — R, definida por la regla

de correspondencia:
d(z,y) =lz—y|.
Podemos observar que d es una métrica sobre R.

En efecto, sean x,y, z € R.

(1) Por la definicion del valor absoluto d(x,y) > 0.

(2) Supongamos que d(z,y) =| x —y |= 0, entonces v —y = 0. Asi, x = y.
Ahora, six =y, x—y =0, mds ain | x —y |= 0. Por tanto d(z,y) = 0.

(3) Notemos que x —y = —(y — x), entonces
d(z,y) = [z—y]
= |—(y—2)|
= |y—=|
= d(y,x).

(4) Por la desigualdad triangular
> [(z=2)+(2-y)|
= [z—y]
= dz,y).
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Esto concluye que d es una métrica sobre R. A esta se le conoce como la

métrica usual en R. Por lo tanto, la pareja (R,d) es un espacio métrico.

Ejemplo 5. Consideremos el conjunto
F={f:l|a,b) — R: f es continua }.

Sead: FxF — R, definida como: d(f,g) = max{| f(t) —g(t) |: t € |a,b]}.
La funcion d es una métrica sobre F'.

En efecto, sean f,g € F.

(1) Notemos que para todo t € [a, ],
d(f,g9) =] f(t) —g(t) |> 0.

(2) Supongamos que f = g, asi para cada t € [a,b], f(t) = g(t), esto
implica que | f(t) — g(t) |= 0 para todo t € |a,b]. Luego

trg[wg] | f(t) —g(t) |=0.

Asi, d(f,g) = 0.

Ahora, supongase que d(f,g) = méx{| f(t) —g(t) |: t € [a,b]} = 0. Asi
para todo t € [a,b], | f(t) — g(t) |= 0, por lo tanto, f(t) = g(t) para
todo t € |a,b]. Concluimos que, f = g.

(3) Notemos que para todo t € [a,b], | f(t) — g(t) |=| g(t) — f(t) |, por lo

que

max | f(t) —g(t) [= méx [ g(t) — f(£) |

tela,b] tela,b]

Por lo tanto, d(f,g) = d(g, f).
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(4) Notemos que para cada t € [a,b], se tiene que:

| f(t) = h(t) |< max {[ f(t) = h(t) |- £ € [a,b]}y

| A1) — g(t) |< max{[ h(t) — g(t) |- ¢ € [a, ]}

Asi, para cada t € [a,b], se obtiene que:

| f(&) = h(@) [+ | h(t) — g(t) |< max {| f(t) — h(t) |: t € [a,b]}
+méax {| h(t) — g(t) |: t € [a,b]}.

Por otro lado, para todo t € |a,b],

| @) —g@) |<[ F(@&) = k() |+ [ A(t) —g(t) |,

luego

max {| f(t) —g(t) [: € [a,b]} <mdx{[ f(t) —h(t) |: t € [a, 0]}
Fméx {| h(t) — g(t) |: t € [a, 0]} .

Ast,

d(f,g) <d(f,h)+d(h,g).

Por lo que (F,d) es un espacio métrico.

Notacion. 6. Sea f : X — X wuna funcion. El simbolo f" representa la
composicion de la funcion f consigo misma n veces: f' = f, f2 = fo f,
f2 = fofolf,y asi sucesivamente. A la funcion f*: X — X se le llama

iteracion de f. Definimos f°: X — X como la funcién identidad en X .
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Definicién 7. Sean X un espacio métrico y f : X — X wuna funcion

continua. Para cada punto x € X, a la sucesion
{z, f(2), f*(2), ), fH(x),. ..}
se le conoce como la érbita de x bajo f y la denotamos como o(z, f).

Para comprender esta definicién graficamente la representamos en la Fi-

gura 1.2.

Figura 1.2: Orbita de bajo la funcién f.

Definicién 8. Sean f : X — X wuna funcion continua y xo € X. Decimos
que T es un punto periddico de f si existe n € N tal que f"(xo) = xo.
Al conjunto de todos los puntos periddicos de f lo denotamos como Per(f),

véase la Figura 1.5.
Definicién 9. Si x € Per(f), decimos que o(x, f) es una drbita periddica.

Definicién 10. Sea xy € Per(f). Decimos que xqy tiene periodo k, si

k=min{n € N: f"(x¢) = zo}.
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Figura 1.3: Orbita de un punto periddico, x, de f.
En estos términos tenemos la siguiente observacién.
Observacién 1. Sean f: X — X wuna funcion continua y xo € X.
(1) Sixg es un punto fijo de f, entonces xq € Per(f) y xq tiene periodo 1.

(2) Sixg es un punto periddico de f de periodo k, con k > 2, entonces para

cada 1 < j < k se tiene que f7(xq) es distinto de xy.

Notacion. 11. Sea f : X — X wuna funcion. Dado n € N, el conjunto de

puntos periddicos de f, de periodo n, se denota por Per,(f). Es decir,
Per,(f) ={x € Per(f) : x es de periodo n}.

Ejemplo 12. Sea f : [-1,1] — [—1,1], definida por la regla de corres-
pondencia f(x) = cos (g(x + 1)> A continuacion evaluamos a —1 bajo la

sequnda iteracion de f, la cual esta expresada por

f*(z) = cos (g [COS <g($ + 1)> + 1]> '
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De lo anterior podemos decir que —1 es un punto periodico de periodo 2 y

que o(—1, f) es una drbita periddica.

Ejemplo 13. Sea T : [0,1] — [0,1] la funcidn definida por la regla de

correspondencia.:

1
2z, st < 5
T(x) = 1

2—2 ' .
x, SIx 5

A esta funcidn se le conoce como la funcion Tienda, y su grdfica se muestra

en la Figura 1.4 .

\4

0 1

Figura 1.4: Grafica de la funcion Tienda.
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2
En esta funcion tienda T, para R € [0, 1] tenemos que
2
T =) =2 2 = il,
5 5 5
TQE:TTg :T§:2—2§:2,
5 5 ) 5 5
2 2 2 4
T*(Z)=T(T*(Z))=T(=Z) ==
5 5 5 5
Podemos notar que a partir de la tercer iteracion el proceso anterior es pe-
2 4 2 4
ol=T|=49=,=,=,=,... ¢.
(5 ) {5 5°5°5 }

2 2 2
El punto R resulta ser un punto periddico de T, pues T* (5) =z Con esto

riodico. Por lo tanto,

2
decimos que o (E’T) es una orbita periddica y el minimo periodo es dos.

Ejemplo 14. Sea f: R — R una funcién dada por f(x) =1—xz. Como la
1

unica solucion a la ecuacion 1 —x =x es x = o f tiene un solo punto fijo.

Por otro lado, f?*(x) = x para todo punto x € R. De aqui, se sigue que todos

1
los puntos distintos de 5 son puntos periodicos bajo f de periodo 2.

En el ejemplo siguiente hallamos todos los puntos periédicos de una fun-

cién determinada.

Ejemplo 15. Sean I = [0,1] y f : I — I la funcion con la regla de corres-
pondencia f(x) = V1 —22. De acuerdo a la Definicion 8, la idea principal
es encontrar un subconjunto J C I, tal que para cada x € J, exista unn € N
talque f"(x) = x.

Para esto nos serda de mucha ayuda probar lo siguiente:
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Sin es un numero natural par, entonces f*(x) = z, para cada v € I.

En efecto, consideremos n = 2k con k € N. Procedemos de manera inductiva

sobre k. Sea x € I. Para k = 1, se tiene que

Py =1 - (Vi) = T 0= = Ve

Supongamos que la afirmacion es valida para k — 1, es decir f2#=V(z) = .

Ahora, para el paso inductivo, tenemos que
(@) = FED92) = 2 (P40 (@) = £ (2) =

Ya probado lo anterior, afirmamos que Per(f) =1.
En efecto, la primer contencion se sigue de la Definicion 8. Por otro lado, sea

x €I, como f"(x) = x para todo nimero par, esto implica automaticamente

que x© € Per(f). Por lo tanto, Per(f) = 1.

1.2. Teorema de Sharkovskii

Consideremos a los nimeros naturales ordenados de la siguiente manera.
Por conveniencia técnica usaremos el simbolo > para denotar este orden y a

todo el arreglo lo llamaremos Tabla S.
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2.3 > 25 > 27 > 2:9 >--
22.3 > 22.5 > 22.7 > 22.9 ...
2.3 > 2.5 > 2.7 > 22.9 ...

2.3 > 225 > 2.7 > 22,9 ...

> 2 > 22 > 2 > 22 > 2 > 1

En el primer renglén de la Tabla S aparece la infinidad de nimeros im-
pares. En el segundo, estos mismos impares pero multiplicados por 2; en el
tercero, los impares multiplicados por 22, y asf sucesivamente (en el k + 1-ési-
mo renglén estan los impares multiplicados por 2¥). Finalmente, en el ltimo
renglén aparecen todas las potencias de 2. Nétese que esta lista abarca a
todos los nimeros naturales y que el ultimo renglon estd en orden inverso al
de todos los demaés renglones.

Por definicién, el simbolo > (que representa al orden Sharkovskiiano) signi-
fica lo siguiente: n > m si, y sélo si, m estd en el mismo rengléon que n pero
a la derecha de éste, o en algin renglén abajo del rengléon que ocupa n. De
igual manera, n > m si, y solo si, n esta en el mismo renglén que m pero a

la izquierda de éste, o en algiin renglén arriba del rengléon que ocupa m.

Lema 16. Sean A un intervalo de R y f : A — A una funcion continua.
Si J es un subintervalo compacto de A tal que J C f(J), entonces f tiene

un punto fijo en J.
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Figura 1.5: Existencia de un punto fijo x en el intevalo J respecto a la funcién

f.

Demostracion. Sea J = [a, b]. Definamos la funcién g : J — A con la regla

de correspondencia g(z) = f(z) — x. consideremos los siguientes casos:
1) fla) <ayb< f(b),
2) f(b) <ayb< fla),
3) a< f(a) yb< f(b),

4) a < fla)y f(b) <D,
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Supongamos que se cumple el caso 1) entonces f(a) —a <0y 0 < f(b) —b.

Por el Teorema del valor intermendio, existe y € J tal que

0=yg(y) = fly) — v,

de lo anterior podemos decir que efecivamante f tiene un punto fijo en J.
Ahora, si se cumple el caso 2) entonces 0 < f(a) —ay f(b) —b < 0. Nueva-
mente por el Teorema del valor intermedio se tiene que existe 3y’ € J tal que
g(y') =0, asi f(y') =¢'. Por lo tanto, f tiene un punto fijo en J.

Los demés casos se muestran de manera similar. O]

Ejemplo 17. Consideremos la funcion tienda T definida en el intervalo I =
1

0,1 ya J = {5,1]. Notemos que f(J) = [0, 1], entonces por el Lema 16

existe xg € J el cual es un punto fijo. En efecto, resolviendo la ecuacion

2 —2x = x el punto fijo resulta ser xo = 3"

1/
T
A
0 §§1

Figura 1.6: Grafica del Ejemplo 17.
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Lema 18. Sean A un intervalo de R y f : A — A una funcion continua. Si
J y K son subintervalos compactos de A tales que K C f(J), entonces hay

un subintervalo compacto L C J tal que f(L) = K.

Figura 1.7: Gréfica que expresa el resultado del Lema 18.

Demostracion. Sea K = [a,b]. Como K C f(J), existe al menos un elemento
x € J, tal que f(x) = a. Del mismo modo para b, existe por lo menos un

elemento y € J tal que f(y) = b. Supongamos que
c=max{z € J: f(x)=a} <d=min{y € J: f(y) = b}.

Por la continuidad de f, podemos decir que L = [c,d], es tal que f(L) = K.

Ahora si d < ¢, Consideremos

d=méx{zeJ:x<c f(r)=b}yd =min{z € J:x>d, f(x)=a},
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nuevamente por la continuidad de f, L = [¢,d'] es tal que f(L) = K. ]

Ejemplo 19. Consideremos la funcion f(x) = x? definida en el intervalo

5 3 21
1] y los int l =122 K=1|2 2.
[0,1] y los intervalos J {8’4}’ [5, 2}
25

Dado que f(J) = [6_4’ %] , se tiene que K C f(J). Por el Lema 18, existe un
V2 V2
Vs 2|

Lema 20. Sean A un intervalo de R y f : A — A una funcion continua.

intervalo L C J, tal que f(L) = K, de hecho el intervalo es L =

Si Jo, J1,s ey I SOM subintervalos compactos de A tales que Jp C f(Jr_1)
donde 1 < k < m, entonces hay un subintervalo compacto L C Jy tal que
f™L) = Jn y f8L) C Jp para 1 < k < m. Si también Jy C J,,, entonces

existe un punto y tal que f™(y) =y y f*(y) € Jp donde 1 < k < m.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre m para la primera parte del
lema.

El caso m = 1 se cumple por el Lema 18. Sea m > 1 y supongamos que el
resultado se cumple para m — 1, es decir, supongamos que el Lema es cierto
cuando tenemos m intervalos que cumplen las hipétesis. Sean Jy, Ji, ..., J,
tales que J; 11 C f(J;),i=0,1,...,n—1. Aplicamos la hipdtesis de induccién
a los intervalos Ji, Jo, . .., J,, entonces existe un intervalo compacto K; C .J;
tal que fi(K,) C Jiyiparai=1,...,n—2,y f" (k) = J,. Por el Lema 18,

existe un intervalo compacto K C Jy tal que f(K) = K; y, consecuentemente,

FUK) = [THA(K) = f7H Ky C
parat=1,...,.n—1,y

fHE) = 77K = Ja.
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La segunda parte del lema se sigue de la primera y del Lema 16. O
A continuacién, se muestra un ejemplo para el caso m = 4.

Ejemplo 21. Sea f : [0,4] — [0,4] definida por la regla de correspondencia

(3 7
—§x+§, st 0<x <1,
—2x + 4, st 1<x<2,

f(z) = T

5—1, st 2<x <3,

11
20 — —, st 3<x<A4

\ 2

Consideremos los intervalos Jy = [3,4], J1 = [1,2], Jo, =1[0,1] y J3 = [2,3],

notemos que

15
f(JO) = -§7§:|7
f(h) = 10,2,

[ 7
f(J2> = -27§:|7

[ 1
f(Js) = _075},

es decir, Jy C f(Jx—1) para todo 1 < k < 3. Entonces, por el Lema 20, eziste
un intervalo L C Jy tal que f3(L) = Js.

Definiciéon 22. Sean A un intervalo de R y f : A — A wuna funcion
continua. Supongamos que f tiene una orbita periodica de periodo n > 1.
Sean 1 < x9 < --- < m, los puntos de esta orbita y I; = [z;,xj41] donde
1 < j < n. La digréafica asociada a la orbita periodica se define de la siguien-
te manera.

Los vértices de la digrafica son los subintervalos Iy, ..., 1,1 y dibujamos una
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Figura 1.8: Grafica del Ejemplo 21.

flecha de I; a Iy, (I; — Iy) si 1), estd contenido en el intervalo f(I;). A
la digrdfica asi construida, en la literatira, se le llama grdfica de Markov
asociadad o la orbita periddica. Al intervalo f(I;), por conveniencia los es-
cribiremos como (f(x;), f(x;41)) esto significa que los puntos extremos del

intervalo son f(x;) y f(x;41) no importando el orden.

Ejemplo 23. Supongamos que c es un punto periédico de periodo 3 con
flc) < ¢ < f3(c). La digrifica correspondiente tiene dos vértices, a saber,

los intervalos I, = [f(c),c] y I, = e, f3(c)], conectadas de alguna de estas

formas:
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Ejemplo 24. En el siguiente ejemplo contruyamos una digrdfica asociada
a una orbita determinada por la funcion f : [0,4] — [0,4] definida por la

regla de correspondencia:

2z, st 0< a2 <2,
f(z) = =32 + 10, si 2<x<3,
2x — 5, st 3<x<4.

Notemos que f(1) =2, f(2) =4, f(4) =3 y f(3) =1 de lo que tenemos la
orbita o( f,1) ={1,2,4,3} de periodo 4.
Ahora bien, consideremos los intervalos Iy = [1,2], Iy = [2,3] y I3 = [3,4].

Entonces

L, I (f(1), f(2)) = (2,4),
]17]27I3C <f(2>af(3)> = <47 1)7
I I C(f(3), f(4)) = (L,3).

Por lo tanto la digdfica asociada a o(f,1) es

I N Iy

N7

Ejemplo 25. Consideremos una funcion continua f : A — A definida en

un intervalo A de R, la cual tiene una orbita de periodo 5 recorrida en el
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orden
f*(a) < fla) < a < f*(a) < fi(a).
Seleccionemos los intervalos de la siguiente manera:

= [fg(a’)af(a)} 712 = [f(a)aa}alii = [CL, f2<a>] 714 - [f2(a)7f4(a’>} :

Podemos observar lo siguiente:

I c (f(f(a),f(f(a) >—<f4 2a>=[f2a),f4(a>},
LIy C (f(f(a),f(a)) = (f*(a), f(a)) = [f(a), f*(a)] ,
L c (f(a), f(f*(a)) = <f )>—[f3 f(@)]
e <f(f2 ). f (@) = < *(a),a) = [f*(a),a] .

Con esto la digrafica correspondiente se expresa de la siguiente manera:

I _’914
VARG

Ige_ID

Proposicion 26. Sean A un intervalo de R y f : A — A una funcion
continua. Supongamos que f tiene una orbita periodica de periodon > 1. La

digrdfica asociada a esta orbita siempre contiene un lazo.
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Demostracion. Sean x1 < x9 < - -+ < x,, los distintos puntos de esta orbita y
I; = [xj,x;41] donde 1 < j < n. Sea y € I; para algin 1 < j < n. Notemos
que f(z1) > x1y f(zs) < xp, luego f(z;) > z; v f(2j41) < x4, esto implica
que f(z;) >z y f(zj4) < xj, de esto se sigue que y € [f(z;41), f(x;)].
Asi I; C (f(z;), f(z;41)). Por lo tanto, I; — I;. O

Definiciéon 27. Sean A un intervalo de R y f : A — A wuna funcion
continua. Supongamos que [ tiene una orbita periddica de periodon > 1. El
ciclo Jo — J1 — -+ — Jo_1 — Jy de longitud n en la digrdfica asociada
se dird que es un ciclo fundamental, si Jy contiene un punto final ¢ tal que
f¥(c) es un punto final de Jy, para algin 1 < k < n. El ciclo fundamental

siempre existe y es unico.

Observacion 2. Si el ciclo fundamental
J0—>J1%"'—>Jn,1—>¢]0

contiene el vértice Jy, al menos dos veces para algun 0 < k < n, entonces
se puede descomponer en ciclos de menor longitud, cada uno de los cuales

contiene Jy, solo una vez.

Definicién 28. Se dice que un ciclo en una digrdfica asociada es primitivo

st no es posible encontrar un ciclo de menor longitud en el mismo.

Lema 29. Sean A un intervalo en R y f : A — A una funcion continua,
tal que f tiene un punto periodico de periodo n > 1. Si la digrdfica asociada

contiene un ciclo primitivo

JQ—)J1—>"'—>Jm,1—>J0
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de longitud m, entonces f tiene un punto periodico y de periodo m tal que

F5(y) € Jy donde 0 < k < m.

Demostracién. Por el Lema 20 existe un punto y tal que f™(y) =y vy f*(y) €
J donde 0 < k < m. Dado que el ciclo es primitivo y los intervalos distintos
Jj tienen como maximo un punto final en comun, se sigue que y tiene periodo
m. A menos que posiblemente y = z; para algunos ¢ y n sea un divisor de
m. Sin embargo, esto es posible sélo si el ciclo esta contenido en el ciclo
fundamental ya que, dado Ji_1, las condiciones f*(y) € Jp v Joo1 — Ji

determinan de manera unica a Jj. O

Proposicion 30. Sean A un intervalo en R, f : A — A wuna funcion
continua y n € N. St f tiene un punto periddico de periodo mayor que 1,

entonces [ tiene un punto fijo y un punto periddico de periodo 2.

Demostracion. Podemos decir que f tiene una érbita periédica de periodo
n > 1, por la Proposicién 26, la digrafica asociada a esta dérbita siempre
tiene un lazo, digamos I; — [; para alguin 1 < j < n, esto implica que
I; C (f(x)), f(zje1)).

Sin perdida de generalidad, supongamos que I; C [f(x;), f(x;41)], por la
continuidad de la funcién, existe un punto y € I; tal que f(y) = y. Por lo
tanto, f tiene un punto fijo.

Sea n el menor niimero entero positivo mayor que 1 tal que f tenga un punto
periddico de periodo n. Sin > 2 entonces el ciclo fundamental se descompone
en dos ciclos de menor longitud, cada uno de los cuales es primitivo. Dado
que alguno de estos tiene una longitud mayor que 1, del Lema 29 se deduce
que hay un punto periédico con un periodo estrictamente entre 1 y n, lo cual

contradice que se tenia un punto periédico de periodo n. O
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La demostracion de los siguientes dos resultados se pueden consultar en

[1].

Lema 31. Sean A un intervalo en R y f : A — A una funcién continua.

Sia € A es un punto periodico de f de periodo n, entonces para cualquier
n

MCD(n, k)’

entero positivo k, a es un punto periddico de f* de periodo

donde MCD(n, k) denota el mdzimo comin divisor de n y k.

Proposicion 32. Sean A un intervalo deR y f : A — A una funcion con-
tinua. Si f tiene un punto periodico de periodo imparn > 1, entonces f tiene
puntos periodicos de orden par arbitrarios y puntos periddicos arbitrarios de

orden impar mayores a n.

El siguiente teorema se debe a Sharkovskii y la demostracién completa se
puede consultar en [4, Teorema 3.11, p. 39] en este trabajo solo realiamos la

prueba de la primera parte.

Teorema 33. (Teorema de Sharkovskii) Sean A un intervalo en R yn,m €

N.

(1) Si una funcion continua f : A — A tiene un punto de periodo n y

n>m, entonces f tiene un punto periodico de periodo m.

(2) Sim>n, entonces existe una funcion continua f : A — A que tiene

periodo n pero no tiene periodo m.

(3) Exziste una funcion continua f : A — A que tiene puntos periddicos
de periodo 2% para todo k € NU {0}, y no tiene puntos periédicos de

ningun otro periodo.
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Demostracion. (1) Sean d, q € N, tales que n = 2¢.¢ donde ¢ es un niimero
impar. Supongamos que ¢ = 1, entonces n = 2% y m = 2¢, donde
0<e<d.

Notemos que si d = 1 implica que e = 0, por la Proposicion 30, se
tiene que f tiene un punto de periodo 1 lo que concluye, para n = 2,
la prueba del Teorema de Sharkovskii.

De lo anterior podemos suponer que e > (. Consideremos el entero
positivo 2¢7!, por el Lema 31, existe un punto periédico de f2671 de

periodo
2d
MCD(24,2¢°1)

— 2d—e+1

Por la Proposicién 30, f2 " cuenta con un punto de periodo 2. Sea o

m

dicho punto, es decir, xg = (f 2 )2 (xo) = f™(xo). Asi, este punto tiene
un periodo m para f.

Ahora Supongamos que ¢ > 1y m = 2%-r donde r € N.

Los casos restantes a considerar son:

(i) cuando 7 es par y

(ii) cuando r es impar y r > q.

Usando de nuevo el Lema 31, para el entero positivo 2¢ se tiene que de
cuenta con un punto periddico de periodo

2 . q
MCD(2%- q,2%)

=4q

Y por la Proposicion 32, de tiene un punto periédico de periodo 7,
digamos z, € A, es decir, z, = (f2d> (x,.) = fM™(x,).
En el caso (i) este punto tiene periodo m = 2% - r para f.

En el caso (ii) f tiene un punto de periodo 2¢ - r para algin e < d.
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1.3.

Si e = d habriamos terminado, pero si e < d podemos reemplazar
n = 2°-r. Ya que m = 2°(297¢r), se sigue del caso (i) que f tiene un
punto periddico de periodo m.
Ahora, hagamos la prueba para f : A — R. Sean z1,z, € A los
puntos menor y mayor respectivamente de una érbita periddica, de f,
de periodo n. Consideremos al conjunto K = [x1,x,] U f([x1,x,]), el
cual es un intervalo compacto. Definamos la funcién g : K — K dada
por la regla de correspondencia:

f(zq) siz <y,

g(x) =4 f(x) six € [z, 2y,

f(zn) si x> x,.
Como g tiene una orbita peridédica de periodo n, g también tiene una
orbita periddica de periodo m. Ya que esta orbita de periodo m esta
contenida en el intervalo [z, z,|, también es una drbita periédica de
f, con esto, concluimos diciendo que efectivamente existe un punto

periédico, de f, de periodo m.

Propiedades de cubiertas abiertas

Definicién 34. Una cubierta para un conjunto A en un espacio métrico X

es una coleccion C de subconjuntos de X, tal que:

Acl e

Diremos que una cubierta es abierta si sus elementos son subconjuntos

abiertos de X.
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Ejemplo 35. Consideremos el conjunto de nimeros reales y la familia F =
{Bc(x) : x € R,e > 0}. Notemos que F es una cubierta abierta para R,
pues, dado x € R un elemento arbitrario, se tiene que x € B.(x), mds ain
x € JF, por tanto R C |JF. Lo que concluye que F es una cubierta abierta
para R.

Ejemplo 36. Sea p € (0,1). Consideremos

C:{(p—%,va%)CR:neN}.

Afirmacion: C es una cubierta abierta para I = |0, 1].

: 1 1y . 1
Para cualquier n > 1, dado x € | p— —,p+ — | implica que p — — < x <
n n n

1

p+—, es decir, v € (p—+,p+ 1) C (p—1,p+ 1) para todo n € N y como
n

p—1<0<p<l<p+1, se sigue que

Icp-1p+1)=Jc
UC. Lo que concluye que efectivamente C es una cubierta abierta para I.

Ejemplo 37. Sean x € R y [a,b] C R, consideremos el subconjunto {x} x
[a,b] C R? y la familia

C= {Bb_?a(x,y) CR?:y € [ab]}.

Afirmacion: C es una cubierta abierta para {z} X [a,b].
Sea (x,y) € {x} x [a,b], entonces (x,y) € B (x,y), mds ain, (z,y) € JC.
Por lo tanto, {x} x [a,b] C |JC. Concluimos diciendo que C es una cubierta

abierta para {x} X |a,b].

Definicion 38. Dada una cubierta C para A C X. Una subcubierta es una

subcoleccion de C que es cubierta para A.
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Ejemplo 39. La familia F = {(z—1,2+1) C R : x € R} es una subcubierta
abierta de la cubierta C definida en el Ejemplo 35.
Notemos que B.(x) = (x — €,z + €), entonces para ¢ = 1, se tiene que
(x—1,z+ 1) €C. Porlo tanto, F CC.
Sea x € R, entonces v € (x — 1,z + 1), esto implica que

x € U(:p— Liz+1).

z€R

Por lo tanto, R C U]—". Esto concluye que F es una subcubierta abierta de

C que cubre a R.

Ejemplo 40. Sean m un nimero natural fijo y C definida como en el Ejemplo

36. Consideremos

1 1
Cm:{(p—ﬁ,prE)EC:ngm}.

Cmn es una subcubierta de C que cubre a I, pues todo elemento de C,, es

elemento de C y (p—1,p+1) € Cp,.

Ejemplo 41. Consideremos la subcoleccion

Co = {Bb_ga(a),Bb?l <b 3 a) ,Bb_ga(b)} .

Podemos decir que Cy es una subcubierta de C definida en el Ejemplo 37.

Notemos que Cy C C. Solo nos falta ver que Cy también es una cubierta
abierta para {x} X [a,b].

Sea (x,y) € {x} x [a,b].

» Caso 1. Cuando a <y < (’_T“

Notemos que

Buoa(a) N ({a} x [a,b]) = {a} x [a, bga) ,
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entonces (z,y) € Bb—Ta(a) N ({z} x [a,b]).

2
= Caso 2. Cuando ¢ <y<=(b—a).

3
Notemos que
b—a b—a 5
B (P57 N0 x fa) = o) x |25 20|
. b—a 5 o
Asi que <y < E(b — a), esto implica que (v,y) € {z} X
{bga,g(b—a) , por lo que

2
= Caso 3. Cuando §(b —a)<y<b.

Notemos que

Bua ()N ({a} x [a,b]) = {x} x E(b— a),b} |
Por lo tanto, (z,y) € Bb%a(b) N ({z} x [a,b]).

De los tres casos anteriores podemos decir que (x,y) € UCO, siguiendo asi
que {x} X [a,b] C Cy. Por lo tanto, Cy es una subcubierta abierta de C que

cubre a {z} X [a,b].

Definicion 42. Se dice que un subconjunto A de un espacio métrico X es

compacto, si toda cubierta abierta de A contiene una subcubierta finita para

A.

1
Ejemplo 43. Consideremos el conjunto K = {— ceR:ne N} C R con
n

la topologia heredada por la topologia estandar sobre R (La topologia que es
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generada por intervalos abiertos). Sean « una cubierta abierta para K con-
formada por subconjuntos abiertos de R y e > 0, el intervalo (—e, €) contiene

1
a todos los elementos — salvo a un niumero finito de ellos.
n

1
En efecto, notese que — > 0, por la propiedad arquimediana, existe un ng € N
€

1 1
tal que — < €. Por otro lado, sea m € N tal que m > ng, entonces — > —,
no Ng m

1 1
asi — < €. Por lo tanto, — € (—e¢, €) para todo m > ny.
m

1
Notemos que el conjunto L = {— eER:n< ng} tiene cardinalidad finita,
n

1

esto implica que para cada elemento — de L, existe un abierto U, de o que
n

lo contiene, es decir existe una cantidad finita de abiertos U, pertenecientes

a a. Asi que,

K C(-ee)u | J U

n<no
Sean Uy € o y €9 > 0 tal que (—€p,€0) C Uy, siguiendo el procedimiento
anterior pero para €y encontramos una subcubierta finita de o que cubre a

K.

Por lo tanto, concluimos diciendo que K es compacto.

Ejemplo 44. Sean X un espacio métrico tal que | X |=n para algin n € N
y « una cubierta abierta para X. Supongamos que X = {x1,x9,...,2,},
notemos que para cada x; € X, eviste A; € « tal que x; € A;, esto implica

que
n
=1

Ast, X esta contenido en la union de cada A;. Por lo tanto X es compacto.

A continuacién presentamos algunas propiedades sobre cubiertas abiertas.
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Definicién 45. Sean «, B cubiertas abiertas para X. Definimos:

aVp={ANB:Aca,Becj}

Proposicion 46. Sean «, 5 y v cubiertas abiertas para X. Entonces,

(1)
(2)
(3)

a 'V B también es cubierta abierta para X,
aVp=ppVa,

(aVB)Vy=aV(BVy).

Demostracion. (1) Sea xz € X. Como avy 3 son cubiertas abiertas para X,

relJayxelJB. Luegor € Ay z € B paraalgunos A € ay B € f.
Asi, x € AN B. Con lo anterior tenemos que = € [J(a V /). Por lo

tanto, X C (J(aV (). Esto concluye que aV § es cubierta abierta para
X.

Sea AN B € «aV 3. Sabemos que para cualquier par de conjuntos
ANB = BNA, entonces ANB € BVa Asi,aVp C [V a.

Anélogamente se prueba que fV a C a 'V 5.

Sea AN(BNC) € aV(BVy). Sabemos que AN(BNC) = (ANB)NC.
Pero (AN B)NC € (aV B) V7, entonces

AN(BNC) e (aVp)Vy.
Anélogamente se prueba que
(AnB)NnC eaV(BVny).

Por lo tanto,

aV(BVy)=(aVp)Vy.
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]

Definicién 47. Sean «, 8 cubiertas abiertas para X. Decimos que [ es un
refinamiento de «, si para todo B € 3, existe A € a« B C A. Lo cual

denotaremos como o < 3.

Proposicion 48. Sean «, B, v yn cuatro cubiertas abiertas para X. Enton-

ces,
(1) a<aVp,yp<aVp,
(2) a<aVa,yaVa<a,
(3) Sia< B, entonces aV < f,
(4) Sia<p, yvy<n, entonces (aV ) < (BVn).

Demostracion. (1) Sea AN B € aV . Notemos que AN B C A donde
A € a, por tanto a < a V f3.

Anélogamente se prueba que § < a V 3.

(2) consideremos AN A € aV «a. Sabemos que AN A C A (De hecho son
iguales). Donde A € a. Asi a < a0V a.
De igual manera, dado A € &, A C AN A donde ANA € aVa. Porlo

tanto o V a < «.

(3) Sea B € . Como a < f3, existe A € a tal que B C A, es decir
BC ANB,donde ANB € aV (. Por lo tanto a VvV g < .

(4) Sea BND € Vvn, BND C D. Como a < 3, para B existe A € a tal
que B C A, porloque BND C A.
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Del mismo modo BN D C D y al ser v < n para D, existe C' €  tal
que D C C,asi BND C C. Entonces BND C ANC. Concluimos que

(aVy) <(BVn).
0

Definicién 49. Dados X es un espacio topolégico y o una cubierta abierta

para X, definimos
N(a) =min{| 5 |: B es subcubierta finita de o para X }.

Notese que si X es un espacio compacto, N(«) es finito para toda «

cubierta abierta de X.
Proposicién 50. Sean a y 3 cubiertas abiertas para X.
(1) Siow <, N(a) < N(P),
(2) Sia <, N(aV )= N(«a),
(3) N(aVa)=N(a),
(4) Siay B son de cardinalidad finita, entonces | aV B |<| a || B |.

Demostracion. (1) Sean 7 y n subcubiertas abiertas de a y [ respectiva-
mente, tales que N(«) =|~v |y N(B) =| n|.
Sea A € 7. Definamos el conjunto ny = {B € n: AN B # (}, como
a < f,1<|n4| paratodo A€ ~. Asi, |v|<|n |
Por lo tanto, N(a) < N(5).
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(2)

Por (1) de la Proposicién 48, sabemos que < «a V 3, por ser a < 3
se tiene que oV § < . Usando el primer inciso de esta proposicion
N(B) < N(aV B) y NaV 8) < N(A).

Por lo tanto, N(a V ) = N(5).

Sabemos que & < aVay aVa < a. Y por el inciso (1) de esta
proposicién N(a) < N(aV a) y N(aV a) < N(«). Por lo tanto,
N(aVa)= N(a).

Supongamos que | a |= m, | f |= n con m,n € Ny que a =
{A1, Ay, .. A}
Definamos A; N3 = {A;, N B : B € B} para cada i € {1,2,...,m}.
| A;N B |< npues | S |=n.
Afirmacién: G(Al Np)=aVp.

i=1

En efecto, si z € U(A’ N ), entonces © € A; V (§ para algiun i €
i=1
{1,2,...,n}. Es decir z = A; N B para algin B € §y A; € a. Por lo

tanto r € a V .

Ahora sea © € a V 3, eso nos lleva a que © = A N B para algunos
A€ ay B € p. Esdecir, x = A;N B para algin i € {1,2,...,m}.Luego
reA; VS Porellox e O(Az N p).

=1
m

Por lo tanto, L_J(Az NB)=aVp.
i=1

Ahora,

m

lavi| = [JAing) [<mn=| o]l 5].

=1



39

Proposicion 51. Sea « es cubierta abierta para X . Entonces,
(1) Si 8 es subcubierta abierta de c, entonces a < [3,
(2) N(e) <|a].

Demostracion. (1) Sea B € 8. Como ( es subcubierta de «, entonces B €

«, dado que B C B concluimos que a < (.

(2) Sea 8 subcubierta abierta de o para X tal que N(«) =| 8 |. Al ser /3
subcubierta de a para X, | f |<| « |. Por lo tanto N(«a) <| « |.
O

Proposicién 52. Sean a y 8 dos cubiertas abiertas para X, entonces N(aV

p) < N(a)N(B).

Demostracion. Sean vy y n subcubiertas de o y 8 repectivamente, tales que

|v|=N(a)y|n|=N(B). Al ser v y n finitas, por (4) de la Proposicién 50,

vVl < |vllin]
= N(a)N(B).

Como v V 7 es subcubierta de o V 3, por la proposiciéon 51 aV g < vV n.
Entonces, N(aV ) < N(vyV n), por cosiguiente N(yV n) <|~vyVn|. Asi,

N(aV ) < N(a)N(B).
]

Definicién 53. Sean f : X — Y wuna funcion continua, y o una cubierta

abierta para Y . Definamos

fHe)={f"(A): Aca}.
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Proposicion 54. Sean « y [ cubiertas abiertas para Y .

(1) f~Y(a) es cubierta abierta para X,
(2) Sia < B, entonces f~1(a) < f7H(B),

(3) fTHa v B)=f"Ha)V f7H(B).
Demostracion. (1) Si xz € X, entonces f(x) € Y. Por lo que existe A € «
tal que f(z) € A, asf x € f~1(A). Esto implica que = € U f(a). Por

lo tanto, dado que f es continua, f~!(a) es cubierta abierta para X.

(2) Sea f~Y(B) € f~(B). Como a < 3, existe A € «a tal que B C A,
entonces f~!(B) C f~(A). Por lo tanto, f~(a) < f71(8).

(3) Sea fTL{(ANB) € f(aVB). Como f7H(ANB) = f1(A)n f1B),
Y A) € fTa) y f7YB) € f~1(B). Se concluye que f~*(ANB) €
fHe) v f7H(B).

Ahora, sea [ (A)Nf~(B) € f~Ha)Vf(B). Como f~H(A)Nf(B) =
fT'(ANB)y ff{(ANB) € f~HaV B), entonces f~H(A)N f~1(B) €
f~HaV B). Por lo tanto, f~H(aV B) = ft(a)V f71B).

[

Definicién 55. Dadosn € N, f : X — X una funcion, y A un subconjunto
de X, denotamos por f~"(A) a la imagen inversa de A bajo la funcion f",

es decir,
frA) =M1 A) ={r e X : f"(z) € A}
Definicién 56. Sean f : X — X wuna funcion continua, o una cubierta

abierta para X yn € N. Definamos

M) ={f"(A): A€ a}.
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Proposicion 57. Sean f : X — X wuna funcion continua y «, B cubiertas

abiertas para X, entonces para toda n € N se tiene que:
1) fMa V) =)V f(8),
(2) Sia<p, entonces f~"(a) < f7(B).
Demostracion. Procedamos por induccién.

(1) La base de induccién se sigue de la Proposicién 54. Supongamos que

7 av B) = f70 D (@) v fD(B).

Ahora, lo mostraremos para n.

fravp) = [V a v p)
= [V ) v YN)
= [a) vV [TB).

(2) La base de induccién se sigue de la Proposicién 54. Supongamos que
f W (a) < f7070(B).
Ahora lo mostraremos para n. Sea f~(B) € f™(3) = f~""V(f~1(B)).
Por hipétesis de induccién, existe f~"(A) € f~™D(f~'(a)) tal que
f(B) C f~™(A). Por lo tanto, f~"(a) < f~™(5).

]

Proposicién 58. Sean f: X — Y wuna funcion continua y o una cubier-
ta abierta para Y. Si 8 es una subcubierta de o, entonces f~1(B) es una

subcubierta de f~'(a).
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Demostracion. Sea x € X, entonces f(x) € f(X) C Y. Al ser 5 subcubierta

de Y, f(z) € B para algtin B € 3, mas ain z € f~'(B). Por lo tanto

X cUr .
Ahora, si f71(B) € f~(3), entonces B € 3. Como 3 es una subcubierta de
«a, entonces B € a. Asi, f7}(B) € f~(a). O

Proposicion 59. Sean f: X — Y una funcion continua, y o una cubierta
abierta para Y. Entonces N(f~'(«)) < N(«). Si ademds f es suprayectiva,
entonces N(f~(a)) = N(a).

Demostracion. Sea vy una subcubierta abierta de «, tal que | v |= N(«).
Entonces, Y C U A.
Aey
Afirmacién: X C U fH(A).
Aery
En efecto, si x € X, entonces f(x) € Y C U A, de donde f(z) € A para
Aery
algiin A € 7, esto implica que z € f~1(A). Asi, z € U f'(A). Por lo tanto,
Aey
xclJr.
Aey

Por la Proposicién 58, | f~!(v) |= N(«), por lo que N(f~(a)) < N(«).

Supongamos que f es suprayectiva.

Sea 1 una subcubierta de f~!(«), tal que | n |= N(f~!(«)). Entonces, dado

que f es suprayectiva, f(X) =Y = U A. Asi, N(a) < N(f~Y(«)). Por lo
Aen

tanto, N(f~!(a)) = N(a). O

Lema 60. Sean f : X — X wuna funcion continua, o y [ dos cubiertas

abiertas para X y A C X. Entonces, para toda pareja de numeros naturales

n y m se tiene lo siguiente:
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(1) f(f7m(A)) = f-m(A),
(2) (f™)7"(A) = f7m(A).

Demostracion. (1) Sea x € f~"(f~™(A)), entonces f"(z) € f~™(A), esto
implica que f™(f™(x)) € A, es decir "7 (z) € A. Ast, z € f~"T™(A).
Ahora, si x € f~"*™(A), entonces [T (x) € A, es decir f™(f"(x)) €
A, por lo que f"(z) € f~™(A). Luego, x € f~"(f~™(A)). Por lo tanto,
ffm(A)) = frm(A).

(2) Sea x € (f™)"(A), entonces (f™)"(z) € A, es decir f™(z) € A. Por
tanto, x € f~™"(A).
Por otro lado, siz € f~™"(A), entonces f™"(x) € A, es decir (f™)"(x) €
A. Asi, z € (f™)"™(A). Por lo tanto, (f™)""(A) = f~""(A).



Capitulo 2

Entropia

2.1. Definicion de entropia

Definicién 61. Sean f : X — X wuna funcion continua, o una cubierta
abierta para X yn,k,j € NU{0} tales que 0 < j < k < n — 1. Definamos

la cubierta abierta
Ang = \/f:jf—i(a) — f_j(a) Vi f—(j+1)(a) VTRV f_(k)(a)
donde f~%(a) = a.

A partir de la pareja: f : X — X y «, obtenemos una sucesiéon de

cubiertas,
a,aV fHa),aV 7o)V 3 a), ..., Vig (), ...

Proposicién 62. Sean f: X — X wuna funcion continua, o una cubierta

abierta para X yn € N tal que n > 2. Entonces, Aopn—2 < Non—1,

44
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n—1 n—2
Demostracion. Sean ﬂ A €Ny ﬂ F(A) € Moo
i=0

n—1 = n—2
Afirmacioén: ﬂ (A c ﬂ f7(A).
i=0 i=0
n—1
En efecto, si x € ﬂ f(A), entonces x € f7(A) para cada 0 < i <n — 1,
= n—2
en particular, para cada 0 <7 <n — 2, es decir x € ﬂ f7(A). Por lo tanto,
i=0
Non—2 < Non—i. [

La siguiente proposicién se sigue de (1) de la Proposicién 50.
Proposicién 63. N(Ag,—2) < N(Agn_1).

Notemos que, una vez que fijemos la pareja f y a el valor de N(Ag,-1)
solo depende de n.
La idea central es descubrir que tan simple o complicado es el sistema dinami-
co generado por f : X — X a través del estudio de la rapidez de crecimiento

de esta sucesion:
{N(Aon—1) Ity

cuando n tiende a infinito.

Intuitivamente una funcion sencilla f : X — X, que mueve muy poco a los
puntos de X, estaria relacionada con un crecimiento lento o polinomial (con
respecto a n) del valor N(Ag,—1). Una funcién con dindmica més complicada
moveria tanto los puntos de X que el crecimiento seria exponencial.

Para descubrir esta diferencia, entre crecimiento polinomial y crecimiento

exponencial, calculamos el siguiente limite:
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1
lim —log (N(Apn-1))

n—oo M
Proposicién 64. Sean f : X — X wuna funcion continua, o una cubierta

abierta para X y n,m € N. Entonces

log (N (Ao,(ntm)-1)) < log (N(Aon-1)) +log (N (Agm-1))
Demostracién. Sean « una cubierta abierta para X, y n,m € N.
log (N [Ao (nm)-1])
= log (N [aV fH(a) V.-V frtm=D(q)])
= log (N [a VoV f—(n—l)(a) VM a) V-V f—((n+m)—1)(a)})
= log(N[aV -V @)V fa)v---v - mD(a)]),
por el Lema 60,
=log (N[aV f @)V -V Da)vf(av. v ™)),
dado que la funcién logaritmo es creciente, por la Proposicién 52,
< log(N[aVv---Vf oD@ N[f"(aVv- Vv ()])
= log(N[aV fa)Vv--- Vv ()]
+log (N [f™(aV---Vv ™ D(a)]).

Ahora, por la Proposicion 59, tenemos que esta tltima suma es menor o igual

a

log (N [a IVERRRV, f_("_l)(a)]) + log (N [oz \VERERV, f_(m_l)(a)])

= log (N(AU,n—l)) + log (N(AO,m—l)) :
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Proposicion 65. Sean f : X — X una funcion continua, o una cubierta

abierta para X yn € N. Definamos a,, = log (N (Ao n-1)). Entonces,

(1) an, S Ap+1,
(2) a, <nay,
’ 1 . .
(3) El lim — (log [N (Agn—1)]) siempre es finito.
n—oo N,

Demostracion. (1) Sabemos que Ag,—1 < Ag,. Por la Proposicién 50,
N (Agn-1) < N (Agn). Ademds, por ser creciente la funcién logaritmo,

tenemos que log [N (Ag—1)] < log [N (Ag)]. Por lo tanto, a, < a,41.

(2) Primero mostraremos que N (Ag,—1) < (N(«))".

En efecto, procedamos por induccion sobre n, notemos que
N(Agp) = N(a) < N(a) = N(a)*.

Ahora, supongamos que N (Ag-1)-1) < (N(a))"". Sabemos que
N(f~"Y(a)) < N(a), utilizando la hipétesis de induccién y la de-

sigualdad anterior, se tiene que
N(Ao,-1-1)N(f~""V(a)) < (N(a))""" N(a).

Ast, N(Agp_i) < (N(a))™

Ya que la funcion logaritmo es creciente,
log [N(Agn-1)] < log [(N(a))"].

Asi, a, < nlog[N(a)] = na;.
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(3) Sea [ una subcubierta de Ag,—; tal que | 8 |= N (Ag,—1). Cabe aclarar

que | 5 | es un numero finito y fijo, luego

.1 .1
lim = [log N (Ao, 1)) = lim ~ (log | § )
n—oo M n—oo 1}
1
= log|p| lim —
n—oo N
= 0.

Por lo tanto, el lim,,_, % [log N (Ag—1)] es finito.

]

Definicién 66. Sea {a,,}5° | una sucesion en R definimos los limites superior
e inferior de la sucesion {a,}2 |, a los cuales denotados como lim sup(a,,) ¥y

lim inf(a,) respectivamente, como sigue:

- [e’s) s .
w Si{a,}>2 no estd acotada superiormente, entonces

limsup(a,) = oo.

v Si{a,}22, no estd acotada inferiormente, entonces

liminf(a,) = —oo.

. o p
w i {a,}22, estd acotada, entonces

lim sup(a, ) = max {y eR: emiste {n;};°; CN, lim a,, = y}
1—00

lim inf(a,) = min {y eR: emiste {n;};°, CN,lima,, = y} :
1—00

Proposicién 67. Sean {a,}2>, un sucesion en R y ag € R. Entonces,
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(1) liminf(a,) < limsup(a,),
(2) lim, o0 @y, = ag si y sélo si limsup(a,) = liminf(a,) = ap.

Demostracion. (1) = Cuando {a,}>°; no esd acotada superiormente te-
nemos que

lim sup(a,) = oo

y sabemos que lim inf(a,) < co. Por lo tanto,
lim inf(a, ) < limsup(a,,).
» Cuando {a,}>°, no estd acotada inferiormente implica que
lim inf(a, ) = —o0
y sabemos que —oo < limsup(a,,). Por lo tanto,
lim inf(a, ) < limsup(a,,).
» Si{a,}52, estd acotada,
lim sup(a, ) = max {y eR: existe {n;}2, C N,ilir& Uy, = y}
y
lim inf(a,) = min {y eR: existe {n;}2; CN, zli>r£3 ap, = y} :

Sabemos que para todo A C R, min(A) < méax(A). Por lo tanto

lim inf(a,) < limsup(a,).

(2) Supongamos que lim,,_,, a, = ag, entonces tenemos lo siguiente:
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(I) Dado b > ay, existe ky € N tal que para cualquier m > kg, a,, < b.

(II) Dado ¢ < ayg, existe k; € N tal que para cualquier m > ky, a,, > c.
De (I) y (II) se tiene que
lim sup(a,) < ap < liminf(a,,).
Usando el primer inciso de esta proposicion concluimos que
limsup(a,) = liminf(a,) = ao.

Ahora, supongamos que limsup(a,) = liminf(a,) = ag. De aqui que
ap < liminf(a,) y limsup(a,) < ap, esto implica que dados b > ag y
c < ap, existe k € N tal que para cualquier m > k, ¢ < a,, < b. Por lo
tanto, lim,,_,o a, = ag.

]

Proposicién 68. Sean n,m € N y {a,};°, una sucesion en R que cumple

lo siguiente:
(1) 0 < ay,,

(2) Gpim < ap + ap,.

,  Gnp . p , Qp P G,
Entonces lim — existe. Ademas, lim — = inf {— 'n € Np.
n—oo N n—oo M, n

Demostracion. Consideremos a m un numero fijo. Para cada n > m, por
el algoritmo de la divisién podemos escribir n = gm + r donde 1 < ¢q y

0 < r < m, entonces

Ap = Qgm+r

< gm t+ Q.
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Afirmacién: a,,, < qa,,, para todo ¢ € N.
En efecto, procedemos por induccién sobre ¢. Dado que a,, < a,,, entonces
la afirmacién se cumple para ¢ = 1. Supongamos que a(g—1)m < (¢ — 1)an,
para alguna ¢ € N. Entonces a(g—1ym + am < (¢ — 1)am + am. Por (2), esto
implica que

ag—tym+m < [(q — 1) + ap,.
Asi, agm < qa,,. Con lo que concluimos la prueba de la afirmacién.

Por la afirmacién anteriér tenemos que a,, < agm + a, < qa,, + a,. Notemos

a qa a

que para todo n > m, — < —2 4 .
n n n

— ] 9 _ n—r
Como n = gm + r, se tiene que W = oy s con esto
g , n—=r

lim = = lim
n—oo N n—oo MM

Asi,
, q Qy , g , Gy
lim <—am +—) = a, lim =+ lim —
n—oo \ 1 n n—oo 1 n—oo N
am
m

Ya que a, solo toma una cantidad finita de valores: aq,as, ..., a,,_1. Por lo

que para cada m € N se tiene que
a a a a
lim sup (—n) < limsup (q—m + l) —m
n n
De aqui se sigue que

lim sup (%) §c:1'nf{— :mGN}.
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. a
Por otro lado, como para toda n € N se tiene que ¢ < — entonces ¢ <
n

lim inf <%> Pero sabemos por (1) de la Proposicién 67 que
n

lim inf <%> < lim sup (a_n> .
n n

Asi,
1{m inf (“—") — Jmsup (a—") — inf {“—m ‘m e N} .
n n m

Por (2) de la Proposicién 67 concluimos que

lima—n:fnf{a—m:mEN}.
n—oo N m
O

La demostracion de la siguiente proposicion, es inmediata a partir de las

proposiciones 64 y 68.

Proposicion 69. Sean f: X — X una funcion continua, o una cubierta

abierta para X yn € N. Entonces, el limite

1
lim —log[N(Agn-1)]

n—oo N

existe. Ademdas,

0 < Tim = log[N (Ag, 1)] < log[N(a)].

n—oo M,

A continuacién definimos la entropia de un sistema dinamico discreto.

Definicién 70. Sean X wun espacio métrico compacto, f : X — X una
funcion continua, o una cubierta abierta para X yn € N.

La entropia de f con respecto a la cubierta a es:

ent(f,a) = lim llog[]\f(AO,n,l)].

n—oo M,
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La entropia topoldgica de f esta dada por:
ent(f) = sup{ent(f,a) : a es una cubierta abierta de X }.

A la entropia topoldgica de f solo le llamaremos la entropia de f.

Si ent(f) # 0, entonces diremos que la entropia de f es positiva.

Proposicién 71. Sient(f) > 0, entonces existe almenos una cubierta abier-

ta de X, digamos «, tal que ent(f,a) > 0.

Demostracion. Sea E = ent(f) > 0.

Afirmacion: Para toda 0 < § < E existe a una cubierta abiertapara X tal
que 0 < d <ent(f,a) < E.

En efecto, sea 0 < 6 < E supongamos que para toda cubierta abierta a,
ent(f,a) < 0, entonces para todo x tal que § < x < F se tiene que z es cota
superior de {ent(f,«) : « es cubierta abierta para X}, esto contradice que
E sea la minima cota superior de este conjunto. Asi existe al menos una «

tal que 0 < § < ent(f,a) < E. O
Ejemplo 72.

Sean [ : X — X la funcién identidad en X, a una cubierta abierta para
XynelN.
Notemos que para cada n > 2, VI I "(a) = a VI Ha).
Por lo que,

ent(f,a) = lim llog [N (Vigg T ()]

n—oo M,

— lfm > log [N (Vv I~ (a))].

n—oo M,
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Sea 3 una subcubierta de oV I~ (), tal que N (aV I () =| 8 |, entonces
1
g 8)

ent(f,a) = Jim —=
— tog(| #)) ( lim *
-8 noo 1
= 0.
Por ltimo,
ent(f) = sup{ent(f,a): a es una cubierta abierta para X'}
= sup{0}
= 0.

2.2. Propiedades de la entropia

Observacion 3. Sean X un espacio métrico compacto, f : X — X una

funcion continua, o una cubierta abierta para X y k € N, entonces

{ik log [N (a V-V [ (a))] }Oo

n n=1

es una subsucesion de

(Liog [ (o v 5]

Observacion 4. Sean X un espacio métrico compacto, f : X — X una

o0

n=1

funcion continua, o una cubierta abierta para X y k € N, entonces
ViSS () 7 (@) < VT @),

Proposicion 73. Sean X un espacio métrico compacto, f : X — X una
funcién continua y k € N. Entonces la entropia de f* es k veces la entropia

de f.
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Demostracion. Sea « una cubierta abierta para X, definamos a # como

B =Nop-1-
Entonces
ent(f*,8) = lim % [N (Vg (f)7(8))]
- Ji“c}o% [N (BV B Vv R B)]
sustituyendo £ se tiene que,
ent(f", 3)
= Jim Jlog [N (av £ (0) VoV A @) V Ry

CV f—"k“(a))}
— i R o [N (o v @) Vv £ )]

= klent(f,a)].

Esta ultima igualdad se da por la Observacion 3.

Por otro lado,
ent(f*) > ent(f*, B) = klent(f, )]

para toda cubierta a para X.
Por lo tanto, si ent(f) = oo, entonces ent(f*) = oo, y si ent(f) es finita,

entonces
ent(f*) > klent(f)).

De la Observacion 4 se sigue que

lim ik log [N (av (57 (@) v v (1) (@)

n—oo N,

< lim iklog [N (aV fHa) V-V [T (a))].

T n—oomn
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Y asi,

Dhim L1og [N (@ v (5 (@) V- v (£)" ()] < ent(f, ).

n—oo M

Por lo tanto, para cada cubierta abierta « se tiene que

= [ent (1¥,0)] < ent(f,a) < ent().

De aqui se sigue que,
ent(f*) < klent(f)].

Por lo tanto,

ent(f*) = klent(f)].

Ejemplo 74. Consideremos la circunferencia de radio 1,
St={zeC:z|=1},

Y d € Q, tal que 0 < P < 1. La rotacion del dngulo P es la funcion f :
q q q

St — C dada por la regla de correspondencia,

F(2) = zexp <§2m') .

Para toda z € S* se tiene que,

Fi(z) = zexp (q Ezmb

= zexp (p2mi)
= z(cos(2mp) + isin(27p))
= z(1+410)

= Z.
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Por lo tanto, f9 es la funcion identidad. Por el Ejemplo 72 se tiene que
ent(f?) = 0, y por la Proposicion 73, q veces la entropia de f es igual a 0.

Por lo tanto,

ent(f)=0.

Proposicion 75. Si la cardinalidad del espacio X es finita, entonces para

toda funcion f: X — X se tiene que ent(f) = 0.

Ademas, si el espacio X tiene cardinalidad infinita pero numerable se
tiene la misma conclusién como se muestra en la siguiente proposicién, la

cual se puede consultar en [2].

Proposicion 76. Si la cardinalidad del espacio X es infinita numerable,

entonces para toda funcion f: X — X se tiene que ent(f) = 0.

Proposiciéon 77. Sean f: X — X, g: Y — Y dos funciones continuas
definidas en espacios métricos compactos y h : X — 'Y una funcion continua

y suprayectiva. St ho f = go h, entonces ent(f) > ent(g).

Demostracion. Sea o una cubierta abierta para Y. Entonces

ent(g,a) = lim — log (N [ViZgg " (@)]).

n—oo M,

Al ser h una funcién suprayectiva y usando la Proposicién 59 y el Lema 60,

se tiene que

ent(g,a) = JLIEO ﬁlog (N [ (ViZg g™ (@)])
= nh_{& ﬁ log (N [\/? olh ( (O‘))D
= I ﬁlog (N Vi £ (7 (@)])

= ent(f,h ().
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Por lo tanto, ent(f) > ent(g). O

Definicién 78. Sean X eY espacios topologicos, yh : X — Y una funcion.

Entonces, h es un homeomorfismo si:
(1) h es una funcion biyectiva,
(2) h es continua,

(3) La inversa de h es continua.

Teorema 79. Sean f : X — X, g : Y — Y dos funciones continuas
definidas en espacios métricos compactos. Si f y g son topolégicamente equi-

valentes a través del homeomorfismo h: X — Y, entonces

ent(f) = ent(g).

Demostracion. Como f y g son conjugadas a través del homeomorfismo h,
se tiene que f y ¢ son conjugadas a través del homeomorfismo h~!. De la
Proposicién 77 se sigue que ent(f) > ent(g) y ent(f) < ent(g). Por lo tanto,

ambas funciones tienen la misma entropia. O

2.3. La entropia de la funcién Tienda

Lema 80. Sean X un espacio métrico compacto, f: X — X una funcion
continua, y k € N. Si existen k subconjuntos cerrados de X, no vacios, ajenos

dos a dos, Ai, Ao, ..., A, tales que

k k
Ak ) F(Ap),
=1 =1

entonces ent(f) > log(k).
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Demostracion. Sean O = X \ (A; U Ao U---U Ag) v O1,0s, ..., Ok, k sub-
conjuntos abiertos de X, ajenos dos a dos, tales que A; C O; para todo
i € {1,2,....,k}. Entonces, la colecciéon v = {O} U {O1, 0, ...,O} es una
cubierta abierta para X.

Sea n € N. El conjunto
U= {(z1,29,...,2,) rx; €{1,2,....k}}

tiene cardinalidad k™.

Para cada x = (21,9, ...,x,) € [' consideremos el conjunto
E,={peX:filpc Az, para todo j € {1,2,...,n}}.

Afirmacion 1: E, es un conjunto no vacio.

Suponer que E, = 0. Implica que no existe p € X tal que f7~'(p) € A,
para todo 7 € {1,2,...,n}. Esto es equivalente a decir que, para todo p € X,
f771(p) no pertenese a A, para cualquier j, esto contradice el hecho de que
Ay, Ay, ..., A son subconjuntos no vacios. Por lo tanto, E, es no vacio.
Afirmacion 2: Cada elemento de E, esta contenido en un tinico elemento

de la cubierta Ag,_1 , a saber
m f’(j’l)(Ox].).
j=1

En efecto, sea p € E,, entonces f/~'(p) € A,, C O, para todo j €
{1,2,...,n}, esto implica que p € f~U7Y(0,,) para todo j € {1,2,...,n},

es decir,

pe()f V(0.
j=1
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Ahora, supongamos que existe ﬂ f_(j_l)(Ox;) € Aon-1, tal que
j=1

pe ()9O
j=1

Entonces, p pertenece a f*(jfl)(Oxj) y a f*(jfl)(Om;) para todo j, es decir
7 Yp) € Oz, N Ox;_ lo que contradice el hecho de que O, y Ox;_ son ajenos.
Asi se concluye la prueba de la Afirmacion 2.

De la afirmacién anterior, concluimos que N(Ag,—1) > k™. Asi,

ent(f,a) = lim llog[]\f(/\()m_l)]

n—oo M

1
> lim — log(k")

n—oo 1

= lim log(k)

n—oo

= log(k).
Por lo tanto, ent(f) > log(k). O
Proposicién 81. La funcion Tienda tiene entropia positiva.

Demostracion. Comenzamos con una afirmacion.

1 13
Afirmacién: La funcién 72 tansforma los intervalos [0, ﬂ y [5, ﬂ en el
intervalo [0, 1].

, esto implica que

N —

1
En efecto, sea z € {O, Z] , entonces 0 < T'(x) <

0=T0)<T(T(x))<T G) = 1.

Como T es continua obtenemos que, 0 < 7?(x) < 1.

13
Ahora, sea x € {5, ﬂ . Como la funcion Tienda es decreciente en el intervalo
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1
{5, 1] , se tiene que

esto implica que

3
Por lo tanto, 72 también tansforma al intervalo {5, ﬂ en el intervalo [0, 1].

De la afirmacién se sigue que

(Lo 2]y con= (e (oa]) o ([53]))

Por el Lema 80 y la Proposicién 73 se concluye que

2[ent(T)] = ent(T?) > log(2).

log(2
Por lo tanto, ent(T') > og2( ) > 0. O

Proposicién 82. Para todo n € N y para cada ¢ € {0,1,2,...,2" — 1} se
tiene lo siguiente:

(1) La funcion T™ restringida al intervalo [, 52,

gy’ {i £+1] — [0, 1],

Qan on 2’!’L’ 2n

T”|[

es un homeomorfismo.

¢ (+1
(2) La regla de correspondencia de T™ en {Q—n, ; ] es
T"(x) = p+ (—1)2",

1
f; } la gafica de

T" es un segmento de recta cuya pendiente es 2", si ¢ es par, y es

donde p € Z. Por lo tanto, en cada intervalo [2—n,

—(2"), si £ es impar.
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Demostracion. Nuestro argumento utiliza inducciéon matematica.

Veamos que la afirmacién es cierta para n = 1. En este caso, ¢ € {0, 1}.

Si £ =0, es inmediato que T : [0, %] — [0, 1] es homeomorfismo ya que en
este intervalo,

T(z) =2z =0+ (—1)"2z.

Sif =1, entonces T : [%, 1} — [0, 1] es también un homeomorfismo ya que
en este conjunto,

T(r)=2—2x =2+ (-1)"2x.

Supongamos valida la afirmaciéon para n = k. Es decir, para cada ¢ en el
conjunto {0,1,2,...,2%F — 1},
¢ (+1
k .
T |[Lk e+1]. [?,2—'%] — [O, ]_]

(+1

es un homeomorfismo. Ademas, en el intervalo {2—k, 7} la regla de corres-

pondencia de T* es:
TF(z) = p+ (—=1)"2%z, con p € Z.

Sean=~Fk+1,y/¢€{0,1,2,..2*! —1}. Observemos que si £ < 2% — 1,

entonces i i ) )
( (41 1
Py I ]
y si 28 < ¢ < 281 — 1, entonces
¢ (+1] 1]
9k+17 9k+1 C 9 1

l 1
Caso 1. Si ¢ < 2¥ — 1, entonces S < 2 con ello la funcién TF*! se puede

expresar mediante la composicién siguiente:

[e e+1] T\V ”—1]—’%[0,1].

9k+17 9k+1 ok’ 9k
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Ambas funciones son homeomorfismos. La segunda de ellas T%, lo es por

hipdtesis de induccién. Por tanto

¢ (41
k .
T +1 |[ 0 441 ] [W,W} — [O, 1]

ok T12kT1

es un homeomorfismo.

Ademas,

TH () = THT()
= T%(22)
= p+(=1)2%(22)

— /~L+ <—1)£2k+1$.

1 14 (41
Caso 2. Si 2F < ¢ < 2¥1 _ 1, entonces 5 < St ¥ %

< 1, esto implica

que la funcién T**! se puede expresar mediante la composicién siguiente:

1 okt+l _p 1 ok+l _ k
|: {0+ :| T |: 14 14 T )[0,1].

9k+1 ’ 2k+1 ok ) 9ok

Es inmediato que la primera funcién es un homeomorfismo.

Como 2F < ¢ < 2k _ 1, entonces

—2k —0>1— 21

v

2k‘+1_2k_1 2k+1_£_120’

v

ok 1 > oMl_y_1>0.

Asi la segunda funcién, gracias a la hipdtesis de induccién, también es un

homeomorfismo.
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¢ (+1

W’ W:| s entonces

En este caso, si x € [

™" z) = THT(x))
= T2 —22)
= p+ (-T2 - 2)

= (=) IR ()2 bkt

Sea j/ = p+ (—1)2"~-192541 Como £ y 281 — ¢ tienen la misma paridad,

entonces

T (2) = p' + (1) 2" (),

con ' € Z. O

Corollary 83. Sea (a,b) un intervalo abierto tal que (a,b) C [0, 1]. Entonces
existe N € N tal que TN (a,b) = [0, 1].

1 b—
Demostracion. Como a < b, existe N € N tal que oN < Ta. Se sigue que

existe un valor £ en el conjunto {0,1,2,....2Y — 1} tal que

¢ 0+1
{2—N72—N} C (a,b)

Ahora, gracias a la Proposicién 82, tenemos que TV ((a, b)) = [0, 1]. O

Proposicién 84. La entropia de la funcidn tienda es mayor o igual a log(2).

Demostracion. La Proposicién 82 nos dice que es posible encontrar 2"~ ! in-
tervalos cerrados, ajenos dos a dos, tales que T" transforma a cada uno de

ellos en el intervalo [0,1]. Usando la Proposiciéon 73 y el Lema 80 tenemos



que:

nlent(T)]

Por lo tanto, ent(T") > log(2).

ent(T™)
log(2"™")

(n —1)log(2).
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Capitulo 3

Entropia positiva

Como vimos al final del capitulo anterior la funcién tienda tiene entropia
positiva, véase la Proposicién 81, mas atin, por la Proposicién 84 la entropia
de la funcién tienda es mayor o igual a log(2). En este capitulo estudiamos
funciones con entropia positiva en particular veremos que la entropia postitiva
tiene una fuerte relacion con las funciones cadticas. Comenzamos analizando

la funcién logistica.

Definicién 85. Sea L : [0,1] — [0,1] la funcion definida por la regla de
correspondencia: L(x) = 4x(1 — z). A esta funcion se le conoce como la

funcion Logistica.

Proposicion 86. Las funciones T y L son conjugadas utilizando el homeo-

morfismo h : [0,1] — [0,1] definido como, h(z) = sin® (%)

66



67

Demostracion. Sea x un elemento del intervalo [0, 1].

Loh(z) = L (sin2 (%))

- (5) (-0 ()

= 4sin® (E> cos? <E>
2 2

Por otro lado, calculemos h o T'(z).

1
Caso 1. Sea z € {O, 5] Entonces

hoT(x) = h(2z)

— sin? (ﬂ;x))

= sin®(rx).

1
Caso 2. Sea r € {5, 11. Entonces

hoT(z) = h(2—2x)

L (W(Q - 21;))

= sin®(r — 72)

= sin’(mz).

De las igualdades anteriores concluimos que L o h(x) = h o T'(z). Por lo

tanto, T'y L son conjugadas usando el homeomorfismo h. [
Proposicién 87. La entropia de la funcion Logistica es positiva.

Demostracion. Por la Proposicion 86, Ty L son topolégicamente equivalen-

tes. Y por el Teorema 79 se concluye que ent(L) = ent(T) > 0. ]
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Ahora veamos que si una funcién continua, definida en un intervalo com-
pacto, tiene un punto peridédico de periodo m el cual no es una potencia de
2 entonces tiene entroia positiva. Comenzamos con el caso en que tiene un

punto periddico de periodo 3.

Proposicion 88. Sea A un intervalo compacto y f : A — A una fun-
cion continua en A. Si f tiene un punto periodico de periodo 3, entonces la

entropia de [ es positiva.

Demostracion. Sean o € A un punto periédico de f de periodo 3 y a =
min o(xo, f). El punto a es también de periodo 3 y su 6rbita se comporta de

una de las siguientes dos formas:
- 4 < f(a) < f2(a).
= a < f*(a) < f(a).

Hagamos b = f(a) y ¢ = f*(a), consideremos sélo el primer caso ya que la
demostracion para el segundo es anédloga.

Como [a,c] C f([b,c]), existe [by,c1] C [b, ] tal que

f(lby, e1]) = la, €],

También, como [by,c1] C f([b, ¢]), existe [ba, c2] C [b, ¢] tal que

f([ba, ca]) = [by, 1.

Notemos que a no pertenece a [by, ¢1]. Por lo que ¢ no esta en [bs, ¢s).

Debido a que

[G’C] - f([b’ C]) y [b7 C] - f([a7b])>
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entonces

[b2, c2] € f([b,c]) ¥ [b2, c2] C f([a]),

esto implica que existen dos intervalos cerrados,
J C by K Cla,b]
tales que f(J) = F(K) = by, ca].
Dado que ¢ no estd en [bg, co], f(b) no pertenece a [by, c2|. Esto implica que b
no estd en J ni en K. Asi, los intervalos J y K son ajenos y estan contenidos

en el intervalo [a, c|.

Ademas, estos conjuntos cumplen que

) = fAK) = [a,d].
Por el Lema 80 y la Proposicién 73 obtenemos que

log(2)
ent(f) > 3

Por lo tanto, la entropia de la funcion f es positiva. O

Proposicion 89. Sean A un intervalo compacto y f : A — A una funcion
continua. Si f tiene un punto periodico de periodo m tal que m no es potencia

de 2, entonces la entropia de f es positiva

Demostracion. Como m no es potencia de 2, por el Teorema de Sharkovskii
(33), existe k € N tal que f tiene un punto periédico de periodo 2% - 3. Por
lo tanto la iteracién ka tiene un punto de periodo 3. Por la Proposicion 88,

ent <f2k> > 0. Y, por la Proposicién 73, ent(f) > 0. O

Ahora enunciamos el concepto de transitividad topolégica para posterior-

mente ver la relacién de esta con la entropia.
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Definicién 90. Sean X un espacio métrico y f : X — X una funcion con-
tinua en X. Decimos que f es topolégicamente transitiva en X (o transitiva
en X ) si para todo par de conjuntos abiertos no vacios de X , digamos U y

V', existe n € N tal que f*(U) NV es distinto del conjunto vacio.

Ejemplo 91. La funcion Tienda es transitiva en el intervalo [0, 1].
En efecto, sean U y V' dos subconjuntos de [0, 1] abiertos y no vacios. Enton-
ces existe un intervalo abierto (a,b), a < b, contenido en U. Por el Corolario

83, existe N € N tal que
T((a,)) = [0,1].

De aqui se sigue que TV (U) = [0,1]. Por tanto, TN (U) NV es distinto del

vacio.

Recordemos que una consecuencia del Teorema del valor intermedio es
que toda funcién continua, definida en un intervalo cerrado, tiene un punto
fijo, el cual puede ser uno de los puntos extremos del intervalo. Sin embargo,
si pedimos que la funcién sea topoldgicamente transitiva, la siguiente propo-

sicion garantiza que el punto fijo se encuentra en el interior del intervalo.

Proposicién 92. Sea f : [a,b] — [a,b], a < b, una funcion transitiva en

[a,b]. Demostrar que eziste un punto fijo de f, digamos w, tal que a < w < b.

La siguiente proposicién junto con su demostracién fue tomada de [4].
En esta se observa la relacién entre la entropia positiva y la transitividad

topoldgica.

Proposicién 93. Si la funcion continua f : [0,1] — [0,1] es transitiva en

[0, 1], entonces la entropia de f es positiva.



71

Demostracion. Por la Proposicién 92 sabemos que existe un punto wq en el
intervalo abierto (0,1) tal que f(wg) = wy.

En nuestra demostracion consideraremos varios casos.

Caso 1. Existe wy € (0,1), distinto de wy, tal que f(w;) = wy.

Subcaso la. 0 < w; < wy.

Para los abiertos (wy,wp) y (0,w;), como f es transitiva, existen z,

wy < x < wy, y mE N tales que 0 < f™(x) < wy. Sea § > 0 tal que para
todo t € (z — 9,z +9) C (wy,wp) se tiene que f"(t) < wy.

Obsérvese que
J™Mx=0) Swiy [M(x+6) < wi.

Hagamos By = [wy,x—6] y By = [x+6, wp]. Dado que f™(wy) = wo = f™(wy)

y By U By C [wy,wpl, se tiene que By U By C f™(By) y By U By C f™(By).
Y por el Lema 80, ent(f™) > 0 (ya que By N By = ). Asi, ent(f) > 0.

Subcaso 1b. wy < w; < 1.

Como f es transitiva, existen z, wy < x* < wy, y m € N tales que w; <

fm™(x) < 1.

Sea § > 0 tal que para todo t € (z — d,z +J) C (wp,w;) se tiene que

fm(t) > w.

Asi,

[z —=0) >wy fM(x+6)>w.

Sean, ahora By = [wg,z — 0] y By = [z + 0, w1].

Anal6go al Subcaso la. se tiene que By N By = ().

Dado que BiUB;y C [wg, w1] y f™(w1) = wo = f™(wy) se tiene que ByUBy C
f™(By)y B1UBy C f™(Bs).
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Nuevamente por el Lema 80, la entropia de f™ y la de f son positivas.
Caso 2. No existe w € (0,1), w # wy, tal que f(w) = wo.

Sean
]0 = [O,UJ()] y ]1 = [wo,l].

Observemos que para cualquier par de puntos, s y ¢t en Iy no puede suceder
que f(s) < wy < f(t) ya que, por el Teorema del valor Intermedio, esto nos
llevaria a concluir la existencia de un punto w € (1,0), tal que f(w) = wy,
con w distinto a wy, lo que contradice la hipotesis.

Por lo tanto,

f(lo) C 1y 6 f(Iy) C 1.

Situacion analoga se vive en el intervalo [;.

Como f es transitiva en [0, 1] concluimos que

flo) C Iy f(I1) C Io.

Entonces,

fP(L) Cc Iyy f*(I) C L.

Notemos que para todo nimero par n se tiene que f"(Iy) C Iy, y para todo
ndmero impar n se tiene que f"(Iy) C 7.

Sean a, b, c y d tales que
0<a<b<wyy0<c<d<wy.

Como f es transitiva, existe n € N tal que f™((a,b)) N (¢,d) es distinto del
vacio.

Como (¢,d) N I; = ), entonces n es par, digamos n = 2m. Por lo tanto,
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(fA)™((a,b))N(c,d) es distinto del conjunto vacio. Esto implica que la funcién
f? es transitiva en I. Y utilizando nuevamente la Proposicién 92 concluimos
que existe un punto w; en el intervalo abierto (0,wy) tal que f2(w;) = wy.
Observemos que tanto wy como w; son ambos puntos fijos de la funcién f2.
Si

S ([wr, wo)) C [wy, wol,

entonces f2 no serfa transitiva en I. Por lo tanto, existe ws, w; < ws < wy
tal que f2(wq) = wy.

Y asf arribamos a la situacién andloga al Subcaso 1b., ahora para la funciéon
12

Entonces, existen N € N y dos intervalos cerrados en [wy, ws|, digamos J y

K, talesque JNK =0y
JUK C f*N(J)y JUK C f*N(K).

De donde se concluye que la entropia de f es positiva. O

Una forma de describir la presencia de muchos puntos con érbitas demasi-
do complejas y hasta cierto punto extranas, es a través del concepto del caos,
la definicién que se enuncia en este trabajo es la dada por R. L. Devaney en
1985, véase [3]. Antes de dar el concepto, primero enunciamos el concepto de

sensibilidad a las condiciones iniciales.

Definicién 94. Sea f: X — X una funcion continua en X. Decimos que f
es sensible a las condiciones iniciales en X si existe € > 0, tal que para toda

x € X, y para toda § > 0, existen y € B(x,0) yn € N tales que

d(f"(x), f"(y)) = .
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Definicién 95. Sea f : X — X wuna funcion continua definida sobre un
espacio métrico sin puntos aislados. Decimos que f es una funcion cadtica,
0 que genera un sistema dindmico cadtico, en X si se cumplen las siguientes

tres condiciones:

(1) El conjunto Per(f) forma un conjunto denso en X,
(2) f es transitiva en X,

(3) f es sensible a las condiciones iniciales en X.

Teorema 96. Sea f : [0,1] — [0,1] una funcion continua. Si f es cadtica

en [0, 1] entonces la entropia de f es positiva.

Demostracion. Como f es cadtica en [0, 1], entonces f es transitiva en [0, 1].

De la Proposicion 93 se sigue que la entropia de f es positiva. O

El siguiente teorema muestra la relacion que existe entre la entropia positi-
va y la caoticidad de una funcién continua definida en un intervalo compacto,

la demostracién de este resultado puede ser consultada en [1].

Teorema 97. Sea A un intervalo compacto y f : A — A una funcion
continua. La entropia de f es positiva si y solo si existe un conjunto cerrado

B C A, invariante bajo f, tal que f restringida a B es cadtica en B.

Notemos que aplicando este resultado, el Teorema 96 en realidad es una
equivalencia.

Finalizamos este trabajo mostrando una funcién cuya entropia es infinita.

Definicién 98. Consideremos el intervalo 1=[0,1]. definamos a

o=]]r
n=0
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A Q se le conoce como el cubo de Hilbert.
Definicién 99. Sea 0 : Q — Q, definida por
o(t) = o(to, t1, t,...) = (t, ta, t3, ...).
A esta funcion se le conoce como la funcion corrimiento.

Proposicion 100. La entropia de o es infinita.

Demostracion. Sea k € N. Consideremos los siguientes k£ subconjuntos de Q,
A, As,... A, definidos de la siguiente manera:
Para cada 1 <1 < k, sea

Ai = {t: (to,tl,t27...) S Q : to = %} .

Afirmacion: Cada A; es un subconjunto cerrado de Q.
Para probar esto, basta ver que el subconjunto {a} x I x I x--- donde a € I
es un conjunto cerrado.
Tenemos que I\ {a} =[0,a) U (a,1] € 7, pues [0,a) y (a, 1] son abiertos en
I. Por tanto I\ {a} es abierto, asi {a} es cerrado.
Por 1ltimo, sabemos que el producto cartesiano de una cantidad numerable
de conjuntos cerrados es un cerrado, por lo tanto {a} x I x I X --- es cerrado.
Por lo que se conclol.}ye nuestra afirmacién.

Afirmacidn: H(I \ B,) =Q\ A;.
Con esto, concluirzlzoos que @ \ A; es abierto, por lo tanto, A; es un conjunto
cerrado.
Afirmacién: Si i es distinto a j, entonces A4; N A; = 0.

En efecto, si suponemos que A; N A; es distinto del conjunto vacio, entonces
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i

existe almentos un t € Q, tal que ¢ pertecese a A; y Aj, es decir, {p = ¢

Y

[~

asi 7 = j lo que contradice la hipédtesis de la afirmacion.

Por ultimo, probemos que para cada i, o(A;) = Q.

Sea t = (t1,ts,...) € Q, consideremos a t' = (%,tl,tg,...) € A;, entonces
o(t') = t, esto implica que t € o(A4;), por lo tanto Q C o(A;). Ademds, dado
que o(A;) C Q se concluye la igualdad.

Entonces, por el Lema 80, ent(oc) > log(k). Como esto sucede para cada

k € N, la entropia de o es infinita. O
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